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Let aI ,..., al, be distinct rational integers and let Ako(r, s; a, ,..., ak), 1 Q r Q 
s < k, be the number of distinct integers which can be presented as the sum of h 
distinct ais (r < h Q s). Its minimum is attained by A,‘+, s) = Aeo(r, s; 1,2,..., k) 
=ks-(s2-s+ra+r)/2+1. Given l<r<s<k, then for almost all 
prime numbers p the number A,O(r, s) is equal to the number AkP(r, s), which is 
defined for Z/p in a manner similar to that in which AkO(r, s) is defined for z. 
Es seien a, ,..., a, E Z verschiedene ganZ-rationale Zahlen und 
&O(r, s; a, )...) a& 1 < r < s < k, die Anzahl der verschiedenen Zahlen, 
welche sich als Summe von 1, Y < I < s, verschiedenen dieser ai schreiben 
lassen, d.h., 
Ako(r, 8; al ,..., ak) = @%, + a.. + ai,/r < 1 < s, ii # ij* ; j #.j’)I, 
al ,..., al, E z, ai # a5 ; i#j, l<:r<s<k. 
(1) 
Die Frage nach dem Minimum dieser Anzahlen 
ist leicht zu beantworten; es gilt 
Ako(r, s) = Ako(r, s; 1, 2 )...) k) = ks - &(s2 - s + r2 + r) + 1; 
l<r<s<k. (3) 
Hierin ist das zweite Gleichheitszeichen trivial nachzurechnen; zu zeigen 
bleibt die Ungleichung 
Ako(r, s) >, ks - &(s2 - s + r2 + r) + 1, 
und dies tun wir durch vollstandige Induktion nach k > s. 
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Induktionsanfang k = s. Nachzuweisen ist die Ungleichung 
A,O(r, s) 2 8((s” + s) - (r2 + r)) + 1; 1 <r<s. t**> 
Da die r + 1 Summen aus je r der r + 1 kleinsten von s > r vorgegebenen 
ganz-rationale Zahlen verschieden von allen anderen fur Aso(r, s) zu betrach- 
tenden Summen, namlich kleiner als diese, sind, gilt 
AV, 4 Z A,O(r + 1,s) + (r + 1); l<r<s. 
Mit A,O(s, s) = 1 folgt daraus (**). 
Induktionsschritt van k > s nach k + 1. Sei a die griiDte von k + 1 
vorgegebenen ganz-rationalen Zahlen. Dann sind die s Summen von je s der 
s + 1 grijDten dieser Zahlen, die den Summanden a enthalten, verschieden von 
allen anderen fi.ir AE+,(r, s) zu betrachtenden Summen, namlich griiI3er als 
diese. Mit (*) fur k folgt 
A&,@, s) > &“(r, s) + s = (k + 1)s - i(s” - s + r2 + r) + 1, 
d.h. (*) fur k + 1. (Ein entsprechender Beweis findet sich such in [l].) Zu 
jeder rationalen Primzahl p bilden wir nun nach (1) und (2) mit dem Rest- 
klassenring Z, modulo p an Stelle des Ringes Z der ganz-rationalen Zahlen 
die entsprechenden “Minimalanzahlen module p” AKp(r, s). Diese Anzahlen 
sind-such fiir den einfachsten nichttrivialen Fall-r = s = 2-bislang 
unbekannt.l Sie sind aber von Interesse fur die additive Zahlentheorie 
modulo p. Naheres hierzu findet sich in [l]. Dort wird such, gestiitzt auf 
einige Resultate in Spezialftillen, die Vermutung ausgesprochen, daD sich 
diese Anzahlen module p von den zugehiirigen “rationalen Anzahlen” 
&O(r, s) nicht wesentlich unterscheiden, genauer, da0 gilt 
A,+-, s) = min(p, Ako(r, s)). 
Wir werden im folgenden-in etwas allgemeinerem Rahmen-diese Ver- 
mutung bei vorgegebenen r, s, k jeweils fur “fast alle” Primzahlen bestdtigen, 
genauer mit einer endlichen Ausnahmemenge ‘$(r, s, k) 
AkP(r, s) = Ako(r, s); p $ ‘Wir, s, k), 1 < r < s < k, (4) 
zeigen. 
1 Der wesentlich auf der natiirlichen Anordnung von Z beruhende Beweis von (3) 
1113t sich nicht auf Z, iibertragen. LLl3t man such die Summen ai + ai ; i = I,..., k zu, 
so ist die Minimalanzahl bekannt, ngmlich, wie Davenport in [Z] zeigt, gleich 2p - 1. 
Unser Problem scheint aber von diesem Davenportschen Problem recht verschieden zu 
sein. 
ANZAHLFORMELN MODULO p 57 
Da der Beweis von (4) in Bezug auf die Ausnahmemenge ‘$I(,, s, k) kon- 
struktiv ist, wird dadurch eine endliche Methode zur endgtiltigen Liisung 
eines solchen zu festen r, s, k gehijrenden Anzahlproblems fur alle Primzahlen 
gehefert. 
Sei 
0 = {L, )...) L,) 
eine nichtleere Menge ganz-rationaler homogener Linearformen 
G = %lYl + *.. + aimy, ; aij E Z, i = l,..., t. 
Fur ganz-rationale Zahlen a, ,..., ak mit k >, m bezeichnen wir die Anzahl 
der verschiedenen Zahlen, welche man durch Einsetzen verschiedener ai 
in die Linearformen aus f? erhalten kann, mit 
AO(!i!?; a, ,..., ad = ltW+. , a,,,,) j ij # ii, ;.j #.j’. L e i?>i; a, ,..., Uk E Z. 
(5) 
Wir interessieren uns fiir das Minimum dieser Anzahlen, wenn a, ,..., ak 
gewisse k-tupel ganz-rationaler Zahlen durchlauft. 
Sei 23ko eine Bedingung, der die k-tupel geniigen sollen, in Zeichen: 
al ,..., a, E !Bko 
(z.B., daB die a, paarweise verschieden sind).2 
Wir bilden die zu 2 und dko gehorende “rationale Minimalanzahl” 
AO(!i?, bk0) = ~~, _,, a,Ev,,, A”W al ?. .., ad min (6) 
1st p eine rationale Primzahl, so liefert die ganz-rationale Linearformen- 
menge !2 in eindeutiger Weise eine Linearformenmenge modulo p 3 
2 = ,L t I ,*-.3 L,), Li = iiil,Yl + .‘. + Uimyfn ; i-l t. ,..., 
Fur Restklassen a1 ,..., ak E Z, erklaren wir A”(Q; a, ,..., ah) durch (5) mit 
2 bzw. Z, an Stelle von f! bzw. Z. 
Durch die “rationale Bedingung” bko wird im allgemeinen auf nattirliche 
Weise eine “Bedingung modulo p” 2&P induziert. Mit einer solchen 
Bedingung bilden wir die (6) entsprechende “Minimalanzahl modulo p” 
AQ, d,P) = o1 ?nEq., Ap@; al ,..., 4. ,. .!, (7) 
a Diese Bedingung tritt beim Beweis von (4) auf. Ohne weitere Bedingung an das k-tupel 
a, ,..., ali wird das Minimum der Anzahlen (5) trivial, namlich gleich 1 (fiir a, = a, = 
Uk = 0). 
3 Der Querstrich sol1 stets den abergang zur Restklasse module p bedeuten. 
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Die Ungleichung 
A@, b,P) < AO(f?, B,O) (8) 
ist erfiillt, wenn die Bedingung 23 &p nicht zu stark gegeniiber 2&O ist, etwa, 
wie man sofort sieht, wenn es ein “erlaubtes” rationales Minimal-k-tupel 
gibt, dessen Restklassentupel such modulo p erlaubt ist: 
v A”@!; a, ,..., a,) = A”(& 23,O) A aI ,..., al, E ‘z&P. (9) 
a,,...,a,EB~” 
Das geniigt uns hier in Bezug auf diese Ungleichung. Wir interessieren uns 
mehr fur die umgekehrte Ungleichung 
AD@, b,p) > AO(f?!, !&O). (10) 
Diese Ungleichung ist fur ein gegebenes Linearformensystem 2 und ein 
Bedingungssystem 
23, = Sk0 U (Bkp/p: prim} (11) 
dann fiir fast alle Primzahlen p erftillt, wenn die Bedingungen bk* fiir fast 
alle Primzahlen “hinreichend stark,” im Verhaltnis zu !&O, sind, genauer 
gilt der 3 
SATZ. Ein Linearformensystem 2 und ein Bedingungssystem Sk seien 
vorgegeben. Geniigt 123, fiir fast alle p der Forderung 
aI ,..., ak 6 Bko 3 ii, ,..., bk 4 Bkp, 
so gilt die Ungleichung 
AD@, bkp) > A’($, b&O) 
fiir fast alle p. 
Beweis. Wir bilden mit k unabhangigen Unbestimmten x1 ,..., xk alle 
-endlich vielen-“formal verschiedenen”* Ausdriicke 
L(Xi, ,.**, Xi,), ii #&r,j#j’, L E f?. 
Ihre Anzahl sei 01, weiter sei 
y = Cy - A”(2, Sk’) (12) 
4 Zwel Ausdrucke L(z, ,..., %a~, L’(Zl’,..., zm’) sind genau fiir L = L’ und q = z3’; 
j=l I . . . . m “formal gleich.” 
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und G ein-ganz-rationales lineares homogenes-Gleichungssystem in den 
.x1 ,.,., xk , welches aus 
Y’ > Y 02’) 
formal unabhangigen Gleichungen 
-WI ,**., zm) = L’(zl’,..., zm’) 
zwischen formal verschiedenen Ausdrticken besteht. Fiir jedes Liisungs- 
k-tupel ~zr ,..., a, E Z eines solchen “zu grol3er-r” Systems G gilt nach 
(12) und (12’) 
AO(i?!; a, ,..., aJJ < a - y’ < 01 - y = AO(f$ 23k0), 
nach Definition von A”(.Q, !%Jko) somit 
a, ,..., a, $2&O; a, ,..., a, : L&sung eines zu grol3en Systems G, (13) 
d.h., G besitzt keine, bzgl. !&.O, “erlaubte” Lbsung. Zu jeder Primzahl p 
betrachten wir nun das Gleichungssystem G modulo p. Wir werden zeigen, 
da13 diese Systeme, abgesehen von endlich vielen Primzahlenp, keine, bzgl. 
‘%Jhp, erlaubten Lijsungen besitzen. Sei rr ,..., rl eine ganz-rationale Basis 
des Losungsraumes von G (im Vektorraum der k-tupel iiber Q). Es gilt 
I=k-rr; r = Rang G = Rang 6, 
wenn 8 die Koeffizientenmatrix von G ist. Q besitzt also eine r-reihige 
quadratische nichtausgeartete Untermatrix 6,. 
det 8, # 0, det 8, E Z. 
Die endlich vielen Primzahlen p, welche det 6, teilen, kommen in die Aus- 
nahmemenge. Fi.ir die anderen gilt 
detF, ~OEE,,, 
also Rang G = Rang 6 = r. Fur diese hat der Losungsraum von G somit 
ebenfalls die Dimension 1 = k - r. 
Da die Vektoren rI ,..., rl linear unabhtingig sind, besitzt die Matrix 
3 = (q )...) q) 
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eine I-reihige quadratische nichtausgeartete Untermatrix X1 
det X1 # 0, det X1 E Z. 
Auch diese kann nur fur endlich viele Primzahlen p, welche in die Ausnahme- 
menge kommen, modulo p ausarten. Fur die restlichen Primzahlen p sind 
also such die Vektoren 5I ,..., PC linear unabhangig, spannen somit den 
I-dimensionalen Lijsungsraum von G auf, der damit die Form 
@ 1 ,a**, ii,/a, ,..., ak: : Losung von G} 
besitzt. Aus (13) und der Bedingung im Satz-die endlich vielen Primzahlen, 
fur welche diese Bedingung nicht erfiillt ist, kommen ebenfalls in die Aus- 
nahmemenge-folgt mit einer zu G gehijrenden endlichen Ausnahmemenge 
VG 
al ,..., ii, 4 b,P; iii, ,...) a k:LiisungvonG, P$!J~~, I‘&] < 00, (14) 
d.h., G besitzt ftir p 6 & keine erlaubte Losung. Nun seien G, ,..., G, 
sgmtliche-endlich viele-zu grogen Gleichungssysteme. Fiir alle Primzahlen 
p, die nicht in der endlichen Ausnahmemenge 
liegen, folgt aus (14), dab alle Systeme G,; i = l,..., n keine erlaubten 
Liisungen besitzen. Das bedeutet aber gerade-die Anzahl ar andert sich 
beim Ubergang zur Betrachtung modulo p nicht-das Bestehen der im Satz 
behaupteten Ungleichung fur diese p. 
KOROLLAR. Bei vorgegebenen 1 < r < s < k gilt fiir fast alle Primzahlen 
p die Gleichung 
Ak9(r, s) = Aeo(r, s); P 6 ‘VP, s, 4. (4) 
Beweis. Mit dem Linearformensystem 
und dem Bedingungssystem b, : 
a, ,..., ak: E Sk0 0 a, ,..., a, E Z, 
aI ,..., ak E Sk’ + aI ,..., ak E & , 
a, # q ; i #.A 
ai # a, ; i #j, 
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gilt 
AkP(r, s) = Ap(2,,, , Skp). 
Das Bedingungssystem erftillt offensichtlich die Bedingung des Satzes (fur 
alle Primzahlen), somit gift fur fast alle Primzahlen p die Ungleichung 
AkP(r, s) Z AkO@, 4. 
Nach (3) ist a, = l,..., ak = k ein rationales Minimal-k-tupel, welches fur 
p 3 k such modulo p erlaubt ist. Fiir diese Primzahlen gilt such die 
umgekehrte Ungleichung 
hcp(r, 4 < A,“?, $1, (8) 
da die Bedingung (9) erfiillt ist. Somit gilt die Gleichung (4) fur fast alle p. 
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